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GIA THUYET KEPLER VA BAI TOAN XEP CAM
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GIG0I THIEU

Johannes Kepler 1a mot nha toan hoc, nha thién vin hoc néi tiéng ngusi Dic, ngudi c6
nhiing déng gép nén tang gép phan tao nén cudc cadch mang khoa hoc & thé ki 17. Ngoai
cic dinh luat chuyén dong clia hanh tinh dugc nhiéu ngudi biét dén, dng con c6 nhiéu
doéng gop khac cho todn hoc, mot trong sd d6 1a gia thuyét Kepler, mot trong nhiing bai
toan c§ xua nhat clia todn hoc. Bai viét nay dé cap mot s6 vin dé xoay quanh gia thuyét
Kepler va st md rong ctia né, bai todn xép cam nhiéu chiéu, ciing nhu nhiing tién bo dat
dudc trong thdi gian gan day.

R4t nhiéu bai toan khé va 1au doi clia todn hoc dudc phat biéu rat don gian. Nhitng vi du dién
hinh 13 bai toan bén mau (dugc Francis Guthrie phat biéu 1an dau vao nim 1852), dinh 1i cubi
cing ctia Fermat (dugc ghi lai nim 1637 bén 1é mot cubn sach ctia Diophantus) hay nhiéu gia
thuyét lién quan dén sd nguyén td. Mot vi du ciing ndi tiéng khong kém, thim chi con lau doi
hon, gia thuyét Kepler, dudc Johannes Kepler dua ra vao nim 1611.

Cau chuyén dudc bat diu vao nhiing nim cudi thap ki 90 ctia thé ki 16 [4]. Sir Walter Raleigh,
mot thly thii quy tdc ngudi Anh, trong khi dang chuin bi cho mot chuyén di thdm hiém, da hoi
ngudi ban va 1a trg Iy cia minh 1a nha toan hoc Thomas Harriot, 1am thé nao d€ tinh sb ludng
qua dan cbi dudc chifa trong mot chiée gié. Harriot di dua ra 10i giai khong may khoé khin. Tuy
nhién, vén 12 mot nha toan hoc, dng da dua ra cau hoi tdng quat hon rang, phai sap xép nhu thé
nao dé luong dan chiém phan khong gian it nhat.

Sau chuyén di, Harriot viét thu trao d6i v6i Kepler, mot dong nghiép ctia 6ng lic d6 & Praha
(Cong hoa Czech). Sau mot thdi gian nghién cifu bai toan, Kepler di xuit ban mot cudn sich
nhd tua dé "Strena Seu de Nive Sexangula!" (1611), trong d6 mé ta hai cach sip xép cac hinh
ciu trong khong gian ba chiéu: sap xép theo kiéu kim tu thap (hay 1a kiéu 1ap phuong tam dién),
va sip xép theo kiéu luc gidc (xem Hinh 1). Quan trong hon, dng néi rang, ddy 1a hai cach sip
xép chiit nhét c6 thé, tuy nhién lai khong dua ra chiing minh.

10On the Six-Cornered Snowflake
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® g
Volurme occupied by spheres = — = 74 %
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Hinh 1: Hai cdch xép cam chiit nhat. (Nguon dnh: Wikipedia and Plus Maths.)

Véi cach xeép nay, mot do chiem khong gian cua cac qua cam la

1
T~ 74%.
3v/2 ¢

Gia thuyét Kepler néi ring, tt ca cac cach xép khac déu c6 mat do chiém khong gian khong 16n
hon con s6 nay.

C6 mot thuc té rang, hiu nhu cc cach sap xép trai cdy 6 cac quiy ban hoa qua hay cach sap
xép, chong chit hang hod, déng g6i vat dung c¢6 dang hinh cau néi chung déu tuan theo quy tic
nay 2 (xem Hinh 2). B&i thé ma gia thiét Kepler con dudc goi 13 bai toan xép cam hay bai todn
déng g6i hinh cau (sphere packing problem).

Khéc véi mot sd bai todn ndi tiéng khéc, chang han bai toan bén mau, ma trong nhiéu nim lién
chti yéu chi nhan dudc su quan tdm tim kiém 15i gidi tif cic nha todn hoc "amateur”, gia thuyét
Kepler dudc nhiéu nha toan hoc hang dau chi y, trong d6 c¢6 Newton va Gauss [5]. N6 dudc
Hilbert dua vao danh sich 23 bai toan ndi tiéng tai dai hoi todn hoc thé gidi nim 1900 va nim
& vi tri s 18.

’Piéu nay ciing minh hoa cho mdt quy luét tdi uu ctia tu nhién: cdc hién tugng tu nhién luén huéng dén trang
thai t6i wu nht.
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Hinh 2: Cich sap xép hoa qua & cic quiy hang tuan theo gia thuyét Kepler. (Ngudn anh: New
Scientist.)

Nim 1990, nha todn hoc Wu-Yi Hsiang & Pai hoc Berkeley, California tuyén bd da chiing minh
dudgc gia thuyét nay va két qua sau d6 xuét hién trén tap chi International Journal of Mathematics
(1993). Tuy nhién, cac nha toan hoc, trong dé c6 Thomas Hales 6 Pai hoc Michigan, sém tim
ra 16 hong trong chiing minh ctia Hsiang va khong chip nhan két qué nay.

Nhitng nim sau d6, Hales da xdy dung mot chuong trinh nham chiing minh gia thuyét Kepler
véi su trg gidp clia mdy tinh. Dén nim 1998, Hales thong bdo hoan thanh chiing minh va gii
ban thio cho tap chi Annals of Mathematics, dudc cong dong toan hoc thita nhan rong rii 1a
tap chi uy tin nhét vé todn, va ciing chi cong bd nhiing cong trinh tbt nhit. Trong thong bdo sau
d6 ctia Hales trén Notices of AMS, mot hoi dong binh duyét gdm 12 ngudi da dudc thanh 1ap
dé kiém tra tinh ding din ctia chiing minh, diy 1a mot diéu it c6 tién 1é trong viéc binh duyét
tap chi, thong thudng viéc binh duyét mot bai bao chi c6 hai ngudi, va nhitng ngudi binh duyét
thuong dugc gidu tén.

Tuy nhién, véi riéng trudng hop nay thi dy 1a diéu kha dé hi€u vi ching minh ctia Hales dai tin
250 trang, chua ké 3 gigabytes dif liéu tinh todn kém theo. Nhit 12 sau khi c6 nhiing tranh cii xay
ra v6i chiing minh chua hoan thién ctia Hsiang, ho phdi cin than. Qu4 trinh binh duyét kéo dai
t6i tAn 4 nim, va sau cling ho phdi bd cudc vi "hét ning lugng". Tap chi Annals of Mathematics
cudi ciing van nhan ding nhung kém theo chd thich rang, cac binh duyét vién khong thé kiém
tra dudc tinh diing dan ctia ching minh, va chi chiac chan khoang 99% la diing. Mt diéu chua
tiing ¢ tién 1¢! Va néu tinh thdi gian tif lic ban bién tap nhan dudc ban thao (9/1998) dén lic
nhén ding (8/2005) ciing 1én t6i tan 7 nim, mot diéu kha hiém thay!

Khéng bing 1ong v6i su cham tré 1an két ludn ctia ban bién tap, Hales tiép tuc xdy dung mot
chuong trinh goi 14 "Flyspeck"* d€ kiém tra tit ca cac budc logic trong chiing minh biang may
tinh. Pay 12 mot chuong trinh hgp tic toan cau, trong dé c6 mot phan dugc thuc hién & Vién
Toan hoc, Ha No6i (xem [3]).

Sau hon 10 nim nd luc khong biét mét moéi, chuong trinh ciing dén liic hai trai ngot. Vao dau
thang 8/2014, ngay trudc thém Pai hoi Toan hoc Thé gidi dién ra & Seul, Hales thong bao chinh
thic rang Flyspeck da hoan thanh. Gia thuyét Kepler da dudc chitng minh mot cach hinh thifc.

3dya trén nhiing chit c4i du FPK ctia "Formal Proof of Kepler.
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Hinh 3: Thomas Hales. (Ngudn 4nh: Balin Thirling.)

Hon bén trim nim sau khi ra doi, gia thuyét Kepler, bai toan 1au doi nhat ctia Hinh hoc tS hop
coi nhu da dugc chiing minh hoan toan. Tuy nhién, cdu chuyén chua diing & day. Nhiéu nha todn
hoc van khong hai 1ong véi 10i gidi nay [8]. BSi vi ban than viéc diing hay sai cia mot gia thuyét
ddi khi khong c6 nhiéu y nghia bang viéc hiéu tai sao né diing (hay sai). Va diéu c6t 16i 1a cic
y tudng nam sau mdi ching minh c6 vai tro gi trong dong chay ciia toan hoc. Piéu nay hoan
toan diing véi Pinh li Fermat, vén dugc ménh danh 14 con ga dé triing vang clia toan hoc, bdi
vi qua trinh tim kiém ching minh cho né da gép phan tao nén nhiing ly thuyét toan hoc méi, va
dé ciing 12 dong luc thiic ddy su phat trién ctia todn hoc. Diéu nay thi Flyspeck khong 1am dudc.
Du sao, viéc may tinh c6 thé gitp stic con ngudi trong viéc kiém tra cac thuit todn phuc tap,
nhu véi gia thuyét Kepler, hay da ting x4y ra v6i bai toan bén mau, ciing cho thiy nhiing tién
bo déng k€ ctia khoa hoc mdy tinh néi riéng va khoa hoc ki thuat néi chung.
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Bai todn tuong tng véi gia thuyét Kepler, hay bai todn xép cam, trong khong gian n chiéu ciing
danh dugc nhiéu su quan tim. Goi p,, 12 mat dd 16n nhit ctia mot cach xép cam trong khong
gian n chiéu. Theo gia thuyét Kepler thi

1

3v2

Dudi day, ta sé tim hiéu mot chiit vé céc trudng hop khi n # 3.

Trong khong gian mot hay hai chiéu, bai todn ciing da dudc giai quyét tuong ddi dé dang. Trudng
hop mot chiéu khong c6 gi d€ ban ("khong gian" by gid 1a dudng thang, mdi "qua cam" 1a mot
doan thang), p; = 1. Trong trudng hop hai chiéu ("khdng gian" Ging v6i mit phang, "qua cam”
ting véi hinh tron), xét hai cach xép & Hinh 4 (a) va (b). C6 thé tinh todn dugc khong may kho
khin mat d6 chiém khong gian clia cdc hinh tron & hinh (a) 12 % =~ 79%. Con 6 hinh (b), mat do
nay la 16n nhét va n6 bang

T
= ~91%.
2= 53 !

(a) (b)
Hinh 4: Bai todn xép cam hai chiéu.

That vay, diéu nay c6 thé chiing minh dua vao y tudng "chia d€ tri", bién mit phang thanh cic
mién dia phuong, va trong mbi mién, chiing minh ring mat do chiém khong gian clia cic hinh
tron khong vuot qua p,. D€ don gian, xét mot mién dia phuong vé6i ba hinh tron tiép xdc nhau
nhu 6 Hinh 6.

Trong mién tam gidc tao thanh tif tim ctia ba hinh tron, c6 mot phan tréng khong dugc phii. Néu
ta md rong cac hinh tron bang cach tang ban kinh cta chiing 1én mot khoang ¢ = % thi c6 thé
thiy, khong miy kho khin, cc hinh tron da phi kin phan trong giita chiing.

Bing cach mé rong cac hinh tron mot khoang ¢ mot cach tuong tu cho cac mién bat ki, c6 thé

chiing minh dugc rang, trong bat ki trudng hop nao, mat dd chiém khong gian ciia cac hinh tron
ciing khong vudt qua p,. Mot chiing minh day dd c6 thé tham khio trong [9].
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Hinh 5

3.2. n >3

Bay gid, cau chuyén sé khac han khi s6 chiéu ting 1én, va c6 phan phic tap hon. Vao ngay 14
thang 3 dau ndm nay, mot nha toan hoc tré ngudi Ukraina, Maryna Viazovska, da giy x6n xao
cong dong toan hoc khi dua 1én arXiv mot chiing minh rit doc ddo gii quyét bai todn xép cam
trong trudng hop n = 8. Két qua ma Viazovska dua ra cho trudng hop nay 1a

7.‘.4

= 5 ~ 25.37%.

Ps

Terence Tao, Pai hoc California, Los Angeles, dd néi vé chiing dai chi 23 trang ctia Viazovska:
"Hai trong s6 nhitng diéu t6i rdt thich ciia chitng minh nay la: (a) né s dung cdc ki thudt ciia
gidi tich Fourier dé nhdn duwoc hang s tét nhdt, va (b) nhén tir Fourier téi wu dugc xdy dung
nho sit dung cdc dang modular, mot diéu ma t6i khong thé’ ngo lai cé lién quan tdi bai todn xép
cam." Con Peter Sarnak, Pai hoc Princeton va vién IAS, thi nhin manh: "Chiing minh don gidn
mot cdch ddng kinh ngac, nhu nhitng gi tuyét voi nhdt co thél".

pra

Hinh 6: Maryna Viazovska. (Ngudn anh: Trang web c4 nhan.)
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Rt nhanh sau d6, Maryna Viazovska cling véi cic ddng nghiép, bang mot bai bao khac [7] dai
chi 12 trang, da giai quyét tiép trudng hop n = 24. Cac két qua clia Viazovska va cic cong su
hién (c6 thé) van dang trong qu4 trinh kiém tra tinh chinh x4c, nhung néu diing, dy sé& 1a mot
trong nhitng thanh tyu dang chd y nhit ctia Hinh hoc t§ hop trong nim nay. Va ciing nhu 1i
Thomas Hales d n6i, day chinh 1 nhitng diéu ma ching ta dang cho doi.

Gia thuyét Kepler da ducc giai, mot s6 két qua riéng trong trudng hop chiéu cao ciing dugc tim
ra. Vay diéu gi con lai?

Lai giai ciia Thomas Hales cho gia thuyét Kepler, dit da dugc chiing minh 1a ding, thi van chua
lam hai 1ong cdc nha toan hoc. B&i nhu diéu ma Paul Erdos van hay tin tuéng, ring mdi bai toan
déu c6 mot 15i gidi dep dé nhit va dugc chifa trong cudn sich ctia Chda Troi. Vay 10i gidi dep
dé nhit (va khong nho su trg gitip cia may tinh) ciia gia thuyét Kepler liéu c6 ton tai? Néu ton
tai, n6 la gi?

Ngoai ra, quay lai v6i cach xép cam trong gia thuyét Kepler, d€ dat dudc cach xép tdi uu nhit,
chiing ta phai xép chiing mot cach can thin theo diing cic cach da chi ra. Nhung gi st, chiing
ta dang voi va chi c6 thé ném cam vio hop mot cach nhanh nhét c6 thé. Lic nay cic qua cam sé
rdi ngiu nhién vao hop. Vay mat do chiém thé tich hop clia cic qua cam bay gid c6 thé 1a bao
nhiéu? Pay 12 bai todn déng g6i ngau nhién. Cac két qua xoay quanh bai todn niy van con nhiéu
chuyén dang ban.

By gid gia st ta khong di xép cam nita, ma xép cdc dd vat c6 dang hinh khéi khac nhau. Lic
nay mat do chiém thé tich ctia chiing sé c6 thé 1a bao nhiéu? Puong nhién, két qua sé& phu thudc
vao hinh dang ctia vat xép. Trong [ 1], c4c tic gia da dat dudc mot s6 trudng hop riéng cho trudng
hop vat xép c6 dang ellipsoid. Tuy nhién, cic két qua nay van con khiém ton.

RO rang, cung véi viéc tim kiém 19i giai cho cdc bai todn xép cam chiéu cao con lai (hién méi
chi dudc gidi cho n = 1,2, 3,8 va 24), xoay quanh bai toan nay vin con nhiéu diéu thu vi chd
chung ta kham pha. Hy vong, sau nhiing thanh tyu gay nic long ciia Viazovska, ching ta s€ s6m
dugc biét thém nhiéu diéu bi 4n xung quanh bai toan nay.
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