Tap chi online ctia cong dong
nhitng ngudi yéu todn

gpsi lon

CAC BAI TOAN DOAN BAI

Dang Nguyén Dic Tién
(Pat hoc Trento, Italy)

San khiu biing sang trong tiéng ho reo vang doi.
Va nha ao thuét hién ra, sang sang noi.

“Cdc ban, cdc ban ciia t6i 0i, tro do thudt bai hay nhdt dém nay dang cho doi. Day,
hdy chon 5 ld bai ngdu nhién. Chon nao, ban téi 0i, ngdu nhién ciing dugc hay suy
tw cdn trong déu ciing chang sao.

Chon di nao, thét kin ddo khoi moi con mdt thé gian.

Luta chon xong hdy giao cho ngudi trg Iy ciia téi nhitng ld bai ciia ban. Roi anh ta sé
duwa lai bon ld trong sé do cho toi.

Xem nao, tung ld mot:
Bdy bich, dam co, tam chudng, cudi cing la ba ro.

Gio trén tay nguoi tro Iy chi con lai mot, duy nhdt mét ld ma théi. Mét ld bai ma chi
anh ta va nguoi lya chon biét la gi.

Nhung con mdt cua nha do thudt, doc dugc thdu tam can.

Ban t6i oi, do chinh la gia bich!”

Tiép nbi nhiing sb trudc, chuyén muc giai tri ky ndy trin trong gidi thiéu v6i doc gia mot loat cac
bai todn d6, va ky nay la cdc bai toan doan bai. Nhu thudng 1é, chiing ti bat dau chuyén muc
bing bai toan kinh dién nhit va bai toan khdi dau ctia 1an nay 1a bai toan niam l4 bai ctia Fitch
Cheney. Bai todn 1an dau tién dudc in trong quyén Math Miracle ctia tac gia Wallace Lee vao
niam 1950. Trong quyén nay, tic gia da ghi nhan tic gia bai todn 1a William Fitch Cheney (1894
- 1974), van dudc goi mdt cach than mat 1a Fitch - nha 4o thuat. Theo tic gid, trd 4o thuit nly
dudgc Fitch sang tao vao khoang nhitng nim 1920 va ching to6i ¢ muon chi tiét nay d€ viét lai
thanh 19i tua cho chuyén muc ky nay. D€ don gidn hon cho viéc tiép can bai toan, ching toi phat
biéu lai bai todn & dang toan db nhu sau:

Hai ngudi A va B tham gia mot tro chdi nhu sau: A dugc nhan ngau nhién 5 14 bai tit bo bai
chuén 52 14 va B khong biét A nhan nhiing 14 bai nao. Sau khi xem xong, A dudc phép giit
lai 114 tuy y va dua lan lugt 4 14 con lai cho ngudi quan 1y tro choi. Ngudi quan ly sé 1an
lugt dat cac 14 bai vao cac vi tri dude danh sb cho trude tir 1 dén 4. B nhin vao 4 14 bai d6
cua A va dudc yéu cau doan 14 bai con lai, néu dodn dang, ho théng tro choi, néu doan sai,
ho thit bai. Tim chién thuat cho 2 ngudi dé ho ludn ludn chién thing.
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Thoat nhin, diéu nay 13 khong thé vi véi 4 14 bai, chiing ta chi c¢6 thé t& hop thanh 4! = 24 trudng
hdp khac nhau, trong khi bd bai chuin c6 52 14. Tuy nhién, véi mot chiit may mo va kién nhin,
hin ban doc sé nhanh chéng tim ra cich thic d&€ khdm pha ra bi mat dodn bai clia nha 4o thuat.

O day, ching toi gidi thiéu mot cach giai don gian nhu sau:

- Vi ¢ 5 14 bai, nén chic chan ton tai it nhét 2 14 bai ddng chét (cuing la co, cung rd, cing chudn
hodc cung bich). Goi 2 lanay la M va N.

- Vi mdi chét bai ¢6 13 14 khac nhau, nén ta ludn tim dudc cach ‘dém t6i’ dé khoang cach cua 2
14 ti da 12 6 (va tbi thi€u 1a 1 do M va N clng chét, khong thé biang nhau). Vidunéu M =7
va N =Bbi thi khoang cach 12 4 vi sau 712 8,9, 10 va bdi, 4 14. Néu M = bdi va N bing 3 thi
khoang cdch 13 5 vi sau boi 1a dam, gia, 4t, hai, ba, 5 14. Khong mét tinh téng qudt, ta gan M cho
14 dau tién va N 1a 14 dugc ‘dém t6i’.

- Chién thuat la giit lai 14 N va dat1a M & vi tri s6 1. 3 14 con lai, ludn c6 thit tu 16n nhd ngdm
dinh trudc (vi du thi tu chdi tién 1én nhu c¢d 16n hon 16, 16 16n hon chudn..) nén c6 thé tao thanh
6 hoan vi khac nhau, mdi hoan vi ting véi 1 s6 cho biét khoang cich ctia M va N.

- Nhu vy, v6i cach hodn vi 3 14 con lai & vi tri 2, 3, 4 va 14 dau tién 1a 14 M, ta biét dudc chét
clia N va khoang céch tit M dén N, nén xdc dinh dugc N.

Liéu rang ta c6 thé lam tot hon, nghia 1a c6 thé tim ra 14 bai bang 4 14 con lai trong mot bo bai
16n hon, vi du 100 14 thay vi chi 52 14 chang han?

Hay quay lai tro do thuét véi cai nhin toan hoc hon mdt chut: ching ta hidy xem mot bd 4 14 nhan
dugc tu trg ly 1a mot thong diép, do vdy cd 52 x 51 x 50 x 49 thong diép khac nhau. Nha ao thuat
thiy 4 14 bai va phai do4n 14 con lai, diéu nay nghia 12 nha 4o thuat chi can phai dodn trong t3

52 2
hdp chap 5 cua 52 trudng hdp. Vi ( 5 ) = 52 x 51 x 50 x 49 x 48/5! nén s0 lugng thong diép
ma nha o thuit nhan dudc 14 qud du so véi s6 trudng hop, gip 5!/48 = 2.5 lan. Va that su la ta
c6 thé gidi quyét bai todn v6i 124 14 bai chit khong phai chi v6i 52 14.

Chién thuat cu thé dé v6i 4 14 bai c6 thé tim ra 14 con lai trong sd 124 14 bai chiing tdi xem nhu
mot bai tap danh cho doc gid. Goi y: dua trén sb du khi chia cho 5.

Téng quat hda bai todn, cho m 14 bai ldy tit n, c6 thé chon giit lai m — 1 14 d€ tir d6 x4c dinh
ducgcen 14 con lai khi va chikhin <m! +m — 1.

Tiép tuc mé rong, véi bd ba (m,n, k), n > m > k, véi m 1a bai léy ra tif bd bai n 14, co thé chon
git lai k 14 sao cho tr d6 xac dinh dugc m — k 1a con lai khi va chi khi:

(") <n(n—=Dn—=2)...(n—k +1).
m

Vi bai toan 5 14 bai cua Fitch Cheney tuong duong bd 3 (52, 5, 4).

Viéc chiing minh chi tiét két qua nay nam ngoai khuon khd ctia mot bai toan gidi tri, chiing ti
chi gi6i thidu y van tat thong qua 1y thuyét db thi nhu sau: Xét mot do thi hai phia G vdi hai tap
phan biét S va T trong d6 S 1a tap tAt ca cdc bd m 14 bai 1y tif n 14 va T 12 tip tit ¢4 cdc cach sap
xép k 14. Mot cip ghép trén do thi G chinh 1a chién thuét cin tim. Theo dinh ly Konig-Egervary,
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d6 16n cuc dai ctia mot cip ghép trén do thi hai phia bang ding kich thudc clia tip dinh pht nhd
nhét (c6 thé din vé bai toan ludng cuc dai - 14t cat cuc tiéu), va diéu kién tbi uu sé dat dudc khi
S| =1T].

Trong loat 3 bai toén tiép theo, chiing tdi s& trich chon gidi thiéu tif tic gia quen thudc ciia chuyén
muc toan hoc giai tri, Stan Wagon qua cac bai toan $6 922, 1219, va 1223.

Va day, bai toan 922, bai toan 55 14 bai:

C6 55 14 bai, dudc gan céc sd khac nhau tir 1 dén 55 va dit ngdu nhién, dp mat, thanh vong
tron. Ctt mdi 1an ta sé dugc 14t mot 14 bai va xem s6 trén d6. Tim chién thuét 14t bai it nhat
sao cho tim dudc 1 1a bai chac chan ¢6 gia tri 16n hon 1a bai bén trai va bén phai cta no.

Bai toan nay dudc Stan Wagon gidi thidu nim 2000, va theo 6ng né bit ngudn tit bai toan
Sharygin ddng trén trang cut the knot.

Ddp 4n clia bai todn 1 can t6i da 10 1an md bai, ta sé ludn tim dugc mot 14 ¢6 gid tri 16n hon hai
1a hai bén.

Chung t6i gidi thiéu ¢ day mot 161 giai nhu sau:

- Goi f(x) 1a gia tri ctia 14 bai tai vi tri x. Khi d6, xét mot bo 3 vi tri (m, n, k) bat ky, ta ludn tim
dugc mot 14 bai 16n hon 2 14 con lai. Khong mat tinh téng quat, gia st 14 bai d6 1a n, 14 bén trai 1a
m va bén phéi 1a k (do céc 14 bai xép thanh vong tron nén ta ludn tim dudc bo 3 théa min diéu
kién nay). Khi d6 f(m) < f(n) va f(n) > f(k). Ta goi mot bd 3 c6 tinh chit nhu vy 1a tinh
chit S, nghia 13 14 & gitta c6 gid tri 16n hon 2 14 bén trdi va phai.

- Gia st |n —m| > 1, nghia 14 2 14 m va n khong nam k& nhau. Chon mot 14 7 bat ky & gitta m va
n. C6 hai trudng hop: Néu f(t) > f(n),tacébd 3 (m,t,n) cé tinh chit S. Néu () < f(n),
ta cod bo 3 (t,n, k) c6 tinh chat S. Nhu vay, du & trudng hop nao thi bd 3 méi tao vdi ¢t déu cé cac
chi s6 gan hon so v6i bd 3 (m, n, k). Va cif lam nhu vy, cubi cling ta sé thu dugc mot bd 3 ma
khodng cach cic 14 bang 0, hay néi cach khdc, 1a 3 14 lién tuc thoa man tinh chét S, ciing chinh 12
yéu cau ctia dé bai.

- Tiép tuc don gidn hoa, véi mdi bd (m, n, k) ta cd khoang cach gitta cac 14 1a {n—m—1,k—n—1},
tic 12 s6 14 bai & giita cac 14 ctia bo 3 nay. Nhu vdy muc tiéu ctia bai toan 12 tim ra bd 3 ¢6 khodng
cach {0, 0}.

- P& it vé dudgc {0, 0} trong tinh hudng xAu nhét thi truée d6 sé 1a {0, 1} (chiing ta dang xét
trong tinh hudng xau nhit, khong quan tim dén may rii). LAn ngudc tiép tuc, ta c6 bo 16n nhit
trong tinh hudng xAu nhit c6 thé dua vé {0, 1} 1a {1, 2}. Luu y, & ddy, khong mit tinh tdng quat,
ta thdy khoang cach trdi hay phai 1a nhu nhau, nghia la {1,2} tuong dng véi {2, 1}.

- Tiép tuc 1an ngudc ta c6: {0,0} < {0, 1} <= {1,2} < {2, 4} < {4,7} < {7,12} < {12,20}.

- Nhu vay, khéi diém ta c6 thé chon 14 bai a bét ky, sau d6 chon 14 bai b cach a 12 14 bai & giita,
va sau d6 chon tiép 14 bai ¢ cach b 20 14. Khi d6, ta cé néu f(a) hodc f(b) 1214 16n nhit trong 3
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14 thi ta chi md thém t6i da 6 14 nifa 1a sé chic chan dua vé dudc 0, 0. Néu £(c) 16n nhit, ta ton
thém mot 1an mé dé dua 20, 20 vé 12, 20. Trudng hop niy ta can tbi da 7 1an md bai.

- Vay trong tinh huéng x4u nhét, ta ton t6i da 10 1an mé bai.

Va, v6i cach 1am nhu trén, néu dé y ta sé thiy sb 14 bai t6i da v6i n 1an 14t bai ta sé chic chin tim
dugc mot 14 bai c6 gia tri 16n hon hai 14 bén canh chinh 1a s6 Fibonacci thi 7.

Bai toan nay dudc Stan Wagon phét bi€u nhu 13 mot bai toan vé cai nguc, & ddy ching toi phat
biéu lai v6i dang tro chdi doan bai, nhu sau:

A va B tham gia mot tro choi v6i luat nhu sau:
A va B dudc moi vao mot phong riéng dé€ chd goi ra tham gia tro chdi.

PAu tién, ngudi dan tro s& moi A ra va cho A xem mot b bai chuan 52 14 dudc xép ngira
mit thanh mot hang. Sau khi xem xong, A ¢6 quyén chon 2 14 bai bat ky, néu mudn va ddi
chd 2 14 nay. Sau do, ngudi dan tro 14t tp lai toan bd céc 14 bai (gilt nguyén thi tu) lai va moi
B ra. Ngudi dan trd sé néi tén mot 1d bai T tuy y, va cho phép B 14t cdc 14 bai 1én dé tim ra 14
bai 7 nay. Néu sau t&i da 26 1an 1at bai B tim dudc 14 bai T, ho chién thang tro choi. Ngugc
lai, néu sau 26 1an 1at bai ma B khong tim ra 14 7', ho thit bai.

A va B trong qua trinh chai khong dudc c6 bét cif trao di gi v6i nhau, va ho chi dudc trao

ddi chién thuat v6i nhau trude khi chai. Hay chi ra chién thuat cho A va B d€ ho ludn c6 thé
thang tro choi.

S6 26 trong dé bai 1a mot trong nhiing gdi ¥ quan trong trong viéc tim ra chién thuét. Trong phan
nay, chiing toi gidi thiéu mot chién thuat dua trén chu trinh nhu sau:

- Pau tién A va B ngdm dinh ddnh s6 cdc 14 bai tif 1 dén 52. Khi B dugc ngudi dén trd cho biét 14
cintimlalabai 7, B s m3 14 & vi tri 7. Néu 14 d6 dinglala T, B da tim ra va dung. Ngudc lai,
néula dé co giatri f(T) # T, B sé md tiép 14 bai § vi tri f(T') tuong dng va tiép tuc nhu vay
cho dén khi gip T.

- Mot chudi cic 14 bai nhu vy (bat dau tit mot vi tri x, sau d6 mé tiép vi tri £ (x) trén 14 bai tai x
va tiép tuc cho dén khi gip 14 x), dugc goi 12 mot chu trinh. Va vi toan bd bo bai chi ¢6 52 14,
nén chi c6 thé ton tai nhiéu nhit mot chu trinh ¢6 do dai hon 52/2 = 26. Do vy, chién thuat ctia
A 1 tim ra chu trinh dai hon 26, néu ¢, va d6i chd 2 14 bai dé cat ngan chu trinh nay thanh 2 chu
trinh khong vugt qua 26.

- Viéc "cat" chu trinh ctia A thuc hién kha don gian nhu sau: khong mét tinh tdng quat, gia st
chu trinh dai hon 26 1la1 —2 -3 —-.-— N (nghiala f(1) =2, f(2) =3,..., f(N) = 1),
Iic nay ta chi don gian hoan ddi vi tri 14 thd 26 va 14 thi N thi ta sé c6 2 chu trinh ngin hon 14
1-2—-3—---—Nva27—-28—-.-—26.

Mot cau hoi kho hon duge chung t6i xem nhu mot bai tap danh cho doc gia la véi cach lam nhu
chién thuit & trén, ky vong dé€ B tim ra 14 bai 7 ngiu nhién bat ky trong s6 52 14 bai E(52) 1a
bao nhiéu? Va téng quat v6i n 14 bai thi ky vong E(n) la bao nhiéu? Vi du ta c6 E(2) = 1,
E@3)=11/9.
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Bai todn cudi cling ma chiing t6i gidi thiéu & chuyén muc 1an nay 1a mot phét trién cla bai toan
trudc, phat biéu nhu sau:

A va B tham gia mdt tro choi véi luat nhu sau:
A va B dugc moi vao mot phong riéng dé chd goi ra tham gia trd choi.

Pau tién, ngudi dan trd sé moi A ra va cho A xem 5 14 bai, danh so tir 1 dén 5 va dugc xép
ngita mit thanh mot hang. Sau khi xem xong, A ¢6 quyén chon 2 14 bai bét ky, néu mudn va
ddi chd 2 14 nay. Sau d6, ngudi dan tro 14t dp lai toan bo cac 14 bai (gitt nguyén thit ty) lai va
moi B ra. Ngudi dan tro sé néi ngiu nhién mot sd nguyén 7 tiy y trong khoang tir 1 dén 5
va yéu cau B tim 14 bai c6 sd tuong ing trong s6 cac 14 bai dang 14t ip. Néu sau diing 1 1an
14t bai B tim dudc 14 bai T', ho chién thing tro choi. Ngudc lai, ho thét bai.

A va B trong qua trinh choi khong dugc c6 bét cif trao d6i gi v6i nhau, va ho chi dudc trao
ddi chién thuat v6i nhau truée khi choi. Hay chi ra chién thuat cho A va B d€ kha niing chién
thing trd choi 1a cao nhit.

Ta c6 thé thiy néu B chon ngiu nhién 1 14, khéng quan tim dén A, kha ning ho thing trod choi la
1/5. Néu A ludn luén d6i chd 14 bai sao cho 14 1 sé nam & vi tri 1 va chién thuat ctia B 1a néu
T =1 thi s m& 14 & vi tri 1, ngudc lai md ngau nhién céac 14 & vi tri tir 2 dén 5. Liic ndy, x4c suét
chién thing 12 2/5 = 40%.

Néu A va B st dung chién thuét cit chu trinh nhu & bai todn trudc, xac suit chién thing ctia ho la
bao nhiéu? Ta thiy, v6i chién thuat ngay thi B s& md 14 bai & vi tri 7' khi ngudi dan tro cho biét
1a can tim 1a 7. Stan Wagon, do viy, ky hiéu cho chién thuat nay 1a (12345) tng véi cac vi tri
s& md bai tuong ting. Chién thuat cia A nhu sau: néu A gip 1 cip bi hoan déi vi tri, A sé hodn
ddi vi tri cdp ndy lai cho ding. Ngugc lai (nghia 12 khdng c6 cidp bi hodn d6i vi tri), A sé tim
chu trinh c6 dd dai k > 3 va cat thanh chu trinh nay, néu c6, thanh chu trinh ngén hon c6 d6 dai
k — 1 va mot 14 roi. Dé thiy, néu khong c6 chu trinh k, cic 14 bai ¢a ndm didng vi tri tir 1 dén 5.
V6i cach 1am nay c6 tit ca 284 trudng hop B sé tim ding 14 T trong sb 5.5! kha ning, do vay xac

284 1 ) 1 e A
= 47-%, 16n hon 75% so v6i cach lam G trén.

suat dé ho thing tro choi la
55U 3

Stan Wagon dua ra cich tim cong thiic tong quét dé tinh s6 trudng hop thanh cong f(n) véi n 1a
bai véi chién thuat nay la:

f(n)=2.n!'—14+T(n)
v6i T'(n) 12 s6 luong cac hodn vi clia n sb nguyén dau tién trong d6 c6 ton tai it nhit mot ciip bi
hoan ddi vi tri. Mot vai gia tri 7(n) dau tién 12 0, 1, 3, 9, 45, 285, 1995. Trong trudng hop dau
bain = 5,tacd f(5) =2.5!—14 T(5) = 2.120 — 1 + 45 = 284. Chiing minh chi tiét ctia
T(n) va f(n) c6 thé xem thém tai trang nha ctia Stan Wagon.

Tuy nhién, cong thiic tdng quat & trén khong phai 1a diém thd vi ctia bai toan ma 1a két qua bat
ngd sau day: chién thuat (11345) sé c6 kha ning thanh cong cao hon chién thuét (12345)! Va day
ciing chinh 1a chién thuat t&i vu. Chién thuat nay tém tit don gian 1a sau khi nghe ngudi dan tro
n6ilabai 7, B s€ 1at la bai & vi tri T tuong Gng, trit trudng hgp T = 2 thi B s€ 14t 14 bai 6 vi tri 1.
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o . A 2
Tong so kha nang thanh cong theo chien thuat nay 1a 286 va do vay xac suat thang 1gi 1a 475%,
1 ) . .
cao hon 3% so v6i chién thuat (12345). Chién thuit nay dugc Stan goi la double-door (ctia doi).
Mot cau hdi mé van chua dudc giai dap 12 v6i bo bai chuin 52 14, chién thudt nao 1a tét nhat? Va

véi n téng quat? Hién tai, két hop khao sat bang mdy tinh, Stan Wagon, tic gia ciia bai toan ciing
chi méi ching minh va dé xuit dudc cach lam t6i wu cho n trong pham vi tii 1 dén 10.

Doc gia c6 thé tham khao chi tiét hon cho cdc bai todn gidi thiéu & chuyén muc 1an nay & cc dia
chi va tai liéu sau:

1. Céc bai toan ctia Stan Wagon tai http://mathforum.org/wagon/
2. Kleber, M., The Best Card Trick. Mathematical Intelligencer, 24 (2002).

3. Simonson, S. and Holm, T., Using a Card Trick to Teach Discrete Mathematics. Primus:
Problems, Resources and Issues in Mathematics Undergraduate Studies, 13 (2003):248-269.
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